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Ziele

= Das Prinzip der rekursiven Berechnungsvorschrift verstehen.
= Rekursive Methoden in Java implementieren kdnnen.

Verschiedene Formen der Rekursion kennen lernen.

= Quicksort als rekursive Methode zur Sortierung eines Arrays formulieren
konnen und verstehen.
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Rekursive Algorithmen und Methoden

= Ein Algorithmus ist rekursiv, wenn in seiner (endlichen) Beschreibung
derselbe Algorithmus wieder aufgerufen wird. Der Algorithmus ist dann
selbstbezlglich definiert.

= Rekursive Algorithmen kdnnen in Java durch rekursive Methoden
Implementiert werden.

= Eine Methode ist rekursiv, wenn in ihrem Rumpf (Anweisungsteil) die
Methode selbst wieder aufgerufen wird.

Rekursion
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Erlauterungen zu Folie 3

Beispiel: Treppe hochgehen Allgemeines Prinzip:
m  Wenn Keine Stufe mehr, m fiir einen einfachen Fall weif§ man das Ergebnis sofort
dann fertig. -> Basisfall”

m _Ansonsten (d.h. es gibt noch Stufen): w _Ansonsten:

steige eine Stufe hoch
und steige den Rest der Treppe hoch

(d-h. wende den gleichen Algorithmus
auf die Riirzere Treppe an)

m Idee 1:
Mache ein bisschen Arbeit, um das Problem zu verkleinern,

und wende den Algorithmus auf das Kleinere Problem an

-> Rekursion”

(d.h. eine rekursive Vorschrift verkleinert das Problem so
lange, bis der Basisfall erreicht wird und die ReRursion
beendet wird bzw. terminiert)

m Idee 2:
Nimm an, dass das Ergebnis fiir ein Kleineres Problem
schon bekRannt ist, und berechne daraus das Gesamtergebnis

Rekursion 4
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Die Fakultatsfunktion
z.3. 3l = 3*%2*1

= Rekursive Definition der Fakultat: => nd = ¥ (1) ¥ .. * 1
. ‘ . |
or =1 (n~1)!
nt = n* (n-1)! far alle natdrlichen Zahlenn =2 1
28 3! = 372! = 3%(2*1) = 3(2%(2170) = 3¥(2%(1*1)) = .. = 6 |

= Rekursive Methode:
public static Int fact(int n) {
iIT (n == 0) return 1;
else return n * fact(n-1);

; T
/\eku rsiver Aufruf!

2.B. fack(3) = 3*fack(2) = 3*(2%fack(1)) = 3*(2*(1*fackO)) =
:‘5*(2_*(1*1)) = 3*(2_*1) = B3%¥D = 6,

RWW'WWZWM (,,zurivckkloppern')
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Rekursive Methodenaufrufe

Beispiel: int k = fact(3);

Speicherplatz fiir lokale Variable |
\

k

Rekursion
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Bel der Auswertung wird ein Stack fur die Zwischenergebnisse der

Auswertung rekursiver Methodenaufrufe

geschachtelten Methodenaufrufe aufgebaut, der am Ende gemal des
Rekursionsschemas ruckwarts abgearbeitet wird.

Beispiel:

iInt kK = fact(3);

[ Speicherplatz fiir Zwische

nergebnis |
AN
N

[ formaler Parameter fact(2)
| Speicherplatz fiir das Erge6ni;¢ﬁs Aufrufs ] n 2
< 7
——X if (n==0) return 1; S
Tact(3) else return[n*fact(n—lﬂ;;fggzgg) 3*Tact(2)
n 3 n 3
Kk k
formaler 5, S

Rekursion
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Aufbau des Stacks zur Berechnung von fact(2)

[ Speicherplatz fiir Zwischenergebnis
AN
hvd

[ forma[er@a%fact(l)

_ n 1
fact(2) lse return nefactn-1);_fact(| 2 fact(D)
n 2 n 2
fact(3)| 3*fact(2) fact(3)| 3*fact(2)
n 3 n 3

k k

Rekursion 8



Einfuhrung in die Informatik: Programmierung und Software-Entwicklung, WS 17/18

Aufbau des Stacks zur Berechnung von fact(1)

[ Speicherplatz fiir Zwischenergebnis

AN

| formaler Parameter | Fact(0) 4
fact(1) iIT (n==0) return 1; Fact(1D)!| 1*Fact(0
else return [n*fact(n—lj%( ) ©

n 1 n 1
fact(2)| 2*fact(1l) fact(2)| 2*fact(l)

n 2 n 2
fact(3) | 3*fact(2) fact(3)| 3*fact(2)

n 3 n 3

Kk K

Rekursion 9



Einfuhrung in die Informatik: Programmierung und Software-Entwicklung, WS 17/18

Berechnung von fact(0)

fact(0) It (n==0) return@ —fact(0) 1
n 0 /—e-l'sf)return n*fact(n-1); n 0
fact(1)| 1*fact(0) fact(1)| 1*fact(0)
n 1 n 1
fact(2)| 2*fact(l) fact(2)| 2*fact(l)
n 2 n 2
fact(3)| 3*fact(2) fact(3)| 3*fact(2)
n 3 n 3
k k
o, G,

Rekursion
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Berechnung von fact(1) und Abbau des Stacks

fact(0) 1
n 0]
fact(1l)| 1*fact(0)
n 1
fact(2)| 2*fact(l)
n 2
fact(3)| 3*fact(2)
n 3
k

fact(l) 1
n 1
fact(2)| 2*fact(l)
n 2
fact(3)| 3*fact(2)
n 3
k
s

Rekursion
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Berechnung von fact(2) und Abbau des Stacks

fact(l) 1
n 1
fact(2)| 2*fact(l) fact(2) 2
n 2 n 2
fact(3)| 3*fact(2) fact(3)| 3*fact(2)
n 3 n 3
k k
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Berechnung von fact(3), Abbau des Stacks und
Zuweisung des Ergebnisses

fact(2) 2

N 2
fact(3)| 3*fact(2) fact(3) 6

n 3 k >

” k

66 o7

fact(3) 6

) 3 \\ M\f tir lokale Variable ]

\
< k 4 fact(3); L—k °

o Og
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Terminierung

Der Aufruf einer rekursiven Methode terminiert, wenn nach endlich vielen
rekursiven Aufrufen ein Abbruchfall erreicht wird.

[ wichtig: sonst endfm

= F0r alle nattrlichen Zahlen n = 0 terminiert der Methodenaufruf fact(n).

Beispiel:

= F0r alle negativen ganzen Zahlen n < 0O terminiert der Methodenaufruf
fact(n)nicht.

e

esser:

static int fact(int n) {
1IT(n<0) return -1;
else 1t (n==0) ..
else ..

\J /
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Rekursion und Iteration (1)

Zu jedem rekursiven Algorithmus gibt es einen semantisch aquivalenten
iterativen Algorithmus, d.h. einen Algorithmus mit Wiederholungs-
anweisungen, der dasselbe Problem |Gst.

Wdiv: ©O! = 1
Beispiel: W = nf(n-1)*%. %1
static Int factlterativ(int n) {
|nF result = 1; Sfiir n>= 0 gilk:
while (n = 0) { factIterativ(n) = fact(n)
result = result * n;
n--;
}
return result;
} 2.B. factlterativ(3
f () resun[t ; : 323 613 g
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Rekursion und Iteration (2)

= Rekursive Algorithmen sind haufig eleganter und Ubersichtlicher als iterative
LOosungen.

= Gute Compiler kbnnen aus rekursiven Programmen auch effizienten Code
erzeugen; trotzdem sind iterative Programme meist schneller als rekursive.

= FUr manche Problemstellungen kann es wesentlich einfacher sein einen
rekursiven Algorithmus anzugeben als einen iterativen.

z.B. ,Lotto* (Zentralibung), ,Turme von Hanoi“ (Ubungen)

Rekursion 16
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Fibonacci-Zahlen: Rekursive Definition und Methode

s Rekursive Definition der Fibonacci-Zahlen:
fib(0) =1, *fTib(1) =1,

fib(n) = fib(n-2) + FTib(n-1) fur alle natdrlichen Zahlenn = 2

= Rekursive Methode:
static Int fib(int n) {
IT (n <= 1) return 1;
else return fib(n-2) + fib(n-1);
by

Deutung: fib(n) = Anzahl der im Jahr n neu geborenen Kaninchenpaare.
Annahme: « |m Jahr 0 wird ein Paar geboren.% -> f16(0) = 1 L,

 Im Jahr 1 hat dieses Paar ein neues Paar geboren.” | '>ﬁ5(1) =1

]

* InjedemlJahrn > 2 haben die ein- und zweijahrigen Paare jeweils

ein neues Paar geboren <[ -> fib(n) = fib(n-1) + fib(n-2) ]

Rekursion
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Kaskade rekursiver Aufrufe

fib(5)
fib(3) fib(4)
fib(1) fib(2) fib(2) fib(3)

EDVAEIN VAEIRN VAEIRN

fib(0)  Fib(1) fib(0) Fib(1) Fib(1) Fib(2)

@D O N
f%%ff) 'f??s

Die Zeit- und die Speicherplatzkomplexitaten der rekursiven Fibonacci-Funktion
sind in jedem Fall exponentiell, in O(2").

Warum? Wir miissen n-1 Schritte machen (siehe rechter Ast)
in jedem Schritt wird die Anzahl der reRursiven Aufrufe ungefihr verdoppelt.

Rekursion
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Fibonacci-Zahlen: Iterative Methode

static iIint fiblterativ(int n) {

int fO = 1;*4'5!!"

int f1 = 1;< fib(1) |

int £ = 1;

for (int 1 = 2; 1 <= n; 1++) {
f = F0 + F1;< fib(n)=fib(n-2) +fib(n-1) |
O = T1; J fowird fib(n-1) |
1 = F; J f1wird fibn) |

}

return f;

} wrﬁcﬁ[egfe ] feste Anzahlvon
lokalen Variablen

Die Zeitkomplexitat der iterativen Methode ist linear, d.h. in O(n).
Die Speicherplatzkomplexitat der iterativen Methode ist konstant, d.h. in O(1).

Rekursion 19
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Formen der Rekursion

= Lineare Rekursion:
In jedem Zweig (der Fallunterscheidung) kommt héchstens ein rekursiver
Aufruf vor, z.B. Fakultatsfunktion fact.

m Kaskadenartige Rekursion.:
Mehrere rekursive Aufrufe stehen nebeneinander und sind durch
Operationen verknupft, z.B. Fibonacci-Zahlen fib.

n Verschachtelte Rekursion:
Rekursive Aufrufe kommen in Parametern von rekursiven Aufrufen vor,
z.B. Ackermann-Funktion.

d.h. geschachtelte
reRursive Aufrufe

Rekursion
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Die Ackermann-Funktion

static iInt ack(int n, Int m) {
IT (n == 0) return m + 1;
else 1f (n == 0) return ack(n - 1, 1);
else return ack(n - 1, ack(n, m - 1));

b mcﬁte[ung ]

= Die Ackermann-Funktion ist eine Funktion mit exponentieller
Zeitkomplexitat, die extrem schnell wachst.

= Sie ist das klassische Beispiel fur eine berechenbare, terminierende
Funktion, die nicht primitiv-rekursiv ist (erfunden 1926 von Ackermann).

= Beispiele:
ack(4,0) = 13
ack(4,1) = 65533

ack(4,2) = 265536_-3 (eine Zahl mit 19729 Dezimalstellen).
ack(4,4) > Anzahl der Atome im Universum

Rekursion 21
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uicksprt ,
= Einer der schnellsten Sortieralgorithmen (von C.A.R. Hoare, 1960). 51/2‘?/\“(4 &

= ldee: Falls das zu sortierende Array mindestens zwei Elemente hat:

1. Wahle irgendein Element aus dem Array als Pivot (,,Dreh- und
Angelpunkt®), z.B. das erste Element.

2. Partitioniere das Array in einen linken und einen rechten Tell, so dass
= alle Elemente im linken Teil kleiner-gleich dem Pivot sind und
= alle Elemente im rechten Teil gréRer-gleich dem Pivot sind.

3.  Wende das Verfahren rekursiv auf die beiden Telilarrays an.

= Der Quicksort-Algorithmus folgt einem ahnlichen Lésungsansatz wie die
binare Suche. Diesen Losungsansatz nennt man ,,Divide-and-Conquer*
(,,Teile und herrsche®).

Rekursion 22
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Quicksort: Beispiel

{ : —
Pivot=65 |65 |43 | 75 [ 126 | o2 |13 ]
l Partitionierung genauer auf
— \\ Folie 26
ﬁ" oV T5 | e A o
Z)D
: : _ _ genauer auf
Sortierung (rekursiv) l l Sortierung (rekur5|v)>{ Folie 28 ]
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Quicksort in Java

static void quicksort(double[] a) {
gsort(a, 0, a.length - 1);

}

// Sortiert den Teilbere - to] von a.
static void gsort(double[] a, int from, iInt to) {
iIT (from < to) { //mehr als ein Element zu sortieren
double pivot = aJfrom]; //waehle erstes Element als Pivot
//Partitionierung und Ruckgabe des Grenzindex
int gldx :\Bgrtitiod(a, from, to, pivot);<<[ﬁdkfbﬁe27 }
//rekursiver Aufruf fir den linken Teilarray
(gsorta, from, gldx);
//rekursiver Aufruf fur den rechten Teilarray
(a, gldx + 1, to);
+

1

Rekursion 24
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Partitionierung: Vorgehensweise

= Laufe von der unteren und der oberen Arraygrenze mit Indizes 1 und j
nach innen und vertausche ,,nicht passende” Elemente a[ 1] und a[ ] bis

sich die Indizes treffen oder Uberkreuzt Haben.

= Der zuletzt erreichte Index j wird als Grgnzindex der Partitionierung
zuruckgegeben.

= Von unten kommend sind Elemente nicht passend, wenn sie groflier-gleich
dem Pivot sind.

= Von oben kommend sind Elemente nicht passend, wenn sie kleiner-gleich
dem Pivot sind.

» Bemerkung.
Gegebenenfalls werden auch gleiche Elemente vertauscht. Dies ist aus
technischen Grinden notig, damit der Index jJ so stoppt, dass der letzte
Wert von j immer der richtige Grenzindex ist.

Rekursion 25
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Partitionierung: Beispiel

Pivot = 65
a[i] = 65 a[j] <65
[ ,nicht passend” ,nicht passend” ]
a[i] = 65 a[j] <65

7 j [
T~

Grenzindex

Rekursion [ Indices iiberkreuzt J 20
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Partitionierung in Java

static iInt partition(double[] a, int from, iInt to, double pivot) {
int 1 = from - 1;

int j = to + 1;
while (i < j) solange noch nicht tiberkreuzt ]

1++; //naechste Startposition von links
//von links nach 1nnen laufen solange Elemente kleiner als Pivot
while (@[1] < pivot) i1++;
J--; //naechste Startposition von rechts
//von rechts nach innen laufen solange Elemente groler als Pivot
while (pivot < a[jD J--;
it (1 < j) { //vertausche a[i] und a[j]
doub emp = a[il; a[il = alb1; alb] = temp;
} falls nicht ii6er@reuzt] AL ,/< W\/(\]f = &
} //Ende while
return j; //Rickgabe des Grenzindex

}

Rekursion 27
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Partitionierungshierarchie des Quicksort

EEEEE | Lo

Partitionierung

— { vgl. Folie 26]

,{ ‘ < -
F‘é)?titionieru g -

Rekursion / < O& . 28
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Zeitkomplexitat von Quicksort (1)
= Beispiel: Das Array von oben hat die Lange 6.

= Die Hierarchie der Partitionierungen stellt einen Baum dar mit 3 Etagen,
wobeil 3 = log,(6) + 1. [ jedes Mal in etwa halbiert J/

= Alle Partitionierungen einer Etage benétigen zusammen maximal
c * 6 Schritte (mit einer Konstanten c).ﬁ jedes Element im Array anschauen ]

= Folglich ist die Zeitkomplexitat in diesem Fall durch 6 * log,(6)
beschrankt.

= Allgemein: [ abhdngig vom gewdhlten Pivot

= Wenn ein Array der Lange n immer wieder in zwei etwa gleich grof3e
Teile aufgeteilt wird, dann ist die Anzahl der Parti#iohierungs-Etagen
durch log,(n) beschrankt.

= Die Anzahl der Schritte pro Etage '
gesamte Zeitkomplexitéat in em Fall durch n * Iogz(n)

= Man kann zeigen, d le Zeitkomplexitat des Quicksort im
durchschnittlichen Fall von der Ordnung n * log,(n) ist.

urch n beschrankt und damit die

Rekursion 29
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(" dch Array wird nicht albie — pitkomplexitat des Quicksort (2)

Im schlechtesten Fall ist die Zeitkomplexitat des Quicksort quadratisch,
d.h. von der Ordnung n?. Dieser Fall tritt z.B. ein, wenn das Array schon sortiert ist.

o mm@sse
n Etagen und — .
{nScﬁritte pro Etage Partitionierung l vu—mi V’t A

Partitionierung

Partitionierung

Partitionierung ( S./t,]pt Rrnn

Partitionierung
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